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ОБ УПРАВЛЕНИИ ЭНЕРГОСИСТЕМАМИ
В УСЛОВИЯХ ИМПУЛЬСНОГО ВОЗДЕЙСТВИЯ
Для модели управляемой импульсной электроэнергетической системы с запаздыванием и импульс-
ным воздействием предложен подход к исследованию устойчивости с использованием неограни-
ченной кусочно-линейной функции Ляпунова. На основе разработанного подхода получены доста-
точные условия асимптотической устойчивости системы.
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Проблема анализа качественного поведения энергосистем продолжает широко
обсуждаться [1-3]. В работах [2, 4] предлагаются подходы к исследованию устойчи-
вости энергосистем с применением многокомпонентных функций Ляпунова. Неко-
торые авторы рассматривают модели с регуляторами [5, 6]. Популярность приоб-
ретают математические модели энергосистем, учитывающие запаздывание в цепи
управления [7].
В настоящей статье рассматривается вопрос стабилизации электроэнергетической
системы с импульсным воздействием при помощи пропорционально-дифференциаль-
ного регулятора. Статья являет собой продолжение исследований [8, 9].
1. Вспомогательный результат. Рассмотрим систему с запаздыванием и им-
пульсным воздействием:
dx
dt
= f(t, xt), t 6= τk,
x(t+) = Ik(x), t = τk
(1)
и начальные условия
x(t) = ϕ0(t), t ∈ [t0 − r, t0], (2)
где x : [−r,+∞)→ Rn – непрерывна слева и обладает не более чем счетным числом
разрывов первого рода; f : [−r,+∞)× E→ Rn – непрерывна по первому аргументу
и липшицева по второму, E – пространство функций ϕ : [−r, 0]→ Rn, непрерывных
слева и обладающих не более чем счетным числом разрывов первого рода; ‖ · ‖E –
равномерна; Ik : [−r,+∞]→ Rn – непрерывна; τk →∞, когда k →∞. Предположим,
что начальная задача (1), (2) обладает единственным решением на [t0,+∞).
Определение 1. [11] Функция v(t, x) принадлежит классу V ′0 , если выполняются
условия:
(1) v(t, x) – непрерывно дифференцируема на множестве T × Rn, где T = [t0 −
r,∞) \ {τk}k∈N;
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(2) существует функция a класса Хана такая, что выполняется оценка a(‖x‖) ≤
v(t, x) при всех (t, x) ∈ R+ × Rn;
(3) существуют пределы
lim
t→τk−0
v(t, x) = v(τk, x), lim
t→τk+0
v(t, x) = v(τk + 0, x)
при всех k = 1, 2, ....
Следующая теорема обобщает результат, полученный в [10].
Теорема 1. Пусть для системы (1) существует функция v(t, x) класса V ′0 и
монотонная функция g : R+ → R+, g(0) = 0, g(s) > 0, s > 0 такие, что:
(1)
d
dt
v(t, x(t))
∣∣
(1) ≤ −g(v(t, x(t))), если v(t, x(t + ζ)) ≤ p(v(t, x(t))) для ζ ∈ [−r′, 0]
(условие Разумихина), где p(s) > s при s > 0, p(0) = 0, p(s) – непрерывна;
(2) v(τk, x(τ+k )) ≤ v(τk, x(τk)).
Тогда нулевое положение равновесия системы (1) асимптотически устойчиво.
2. Постановка задачи и анализ устойчивости. Рассмотрим уравнения ди-
намики энергетической системы с импульсным воздействием:
Mi
d2θi
dt2
= Pmi − Pei + Pτi, t 6= τk, k ∈ N, (3)
θ˙i(τ+k ) = Ii(θi(τk), θ˙i(τk)),
θi(τ+k ) = θi(τk), i = 1, ..., n,
(4)
с начальными условиями
θi(t) = ϕi(t), t0 − r ≤ t ≤ t0, (5)
где Mi – инерционная постоянная, θi – угол поворота ротора i-го генератора, Pmi –
постоянные, отвечающие за механическую мощность на валу машины, Pτi ∈ C(Rn,R)
– управление, запаздывание которого равно r > 0, τ+k – сокращенное обозначе-
ние для τk + 0, t0 < τ1 < ... < τk < ..., k ∈ N, lim
k→∞
τk = ∞, Iki ∈ C1(R2,R),
ϕi ∈ C1([−r, 0],R), Pei – активные мощности,
Pei =
n∑
j=1
EiEjYij sin(θi − θj) + EiUYi,n+1 sin θi,
где Ei – э.д.с. i-й машины, Yii – собственные проводимости машины, Yij – взаимные
проводимости, причем Yij = Yji, i, j = 1, ..., n; Yi,n+1 – проводимость i-го генератора с
шинами постоянного напряжения, U – величина поступающего оттуда напряжения.
Система (3), (4) является обобщением системы, рассмотренной в работе [9], на
случай произвольного числа генераторов.
68
Об управлении энергосистемами в условиях импульсного воздействия
Отметим, что построенная модель не содержит демпфирования, поэтому полу-
ченные ниже оценки области устойчивости будут верными для модели с произволь-
ным демпфированием [12].
Предполагая наличие равновесия (ему соответствует синхронное вращение гене-
раторов), после линеаризации (3)-(5) получим задачу
Mi
d2xi
dt2
= −Pixi −
n∑
j=1
j 6=i
Pij(xi − xj) + aixi(t− r) + bix˙i(t− r), t 6= τk, (6)
x˙i(τ+k ) = cki1xi(τk) + cki2x˙i(τk), i = 1, ..., n; (7)
xi(t) = ψi(t), t0 − r ≤ t ≤ t0. (8)
Положим
h = lim
k→∞
(τk+1 − τk), hε = h− ε,
где ε > 0 – некоторый параметр.
Предположим, что r удовлетворяет оценке
2r < τk+1 − τk, k ∈ N.
Сконструируем вспомогательную функцию V0(x) в виде
V0(x) =
n∑
i,j=1
v0,ij(xi,xj) =
=
n∑
i=1
(Mix˙2i + 2MiR˜xix˙i + Pix
2
i ) +
n∑
i,j=1
i6=j
Pij(xi − xj)2,
где R˜ – некоторый параметр, и построим на ее основании разрывную кусочно-
линейную функцию в виде
V (x, t) = V0(x)(1 + ν(t− τk)), t ∈ [τk, τk+1), k ∈ N0, (9)
где τ0 = t0, ν > 0 – некоторая постоянная. Эта функция принадлежит классу V ′0 .
Будем требовать выполнение условий теоремы 1 для этой функции. Эти условия
можно подать в виде:
dV (t,x(t))
dt
∣∣∣∣
(6)
≤ −αV (t,x(t)), t 6= τk, k ∈ N, (10)
если
V (t,x(t)) > pV (t+ ζ; x(t+ ζ)), ζ ∈ Ω2r, (11)
где α > 0, p ∈ (0, 1) – некоторые параметры, Ω2r = [max{−2r, t0 − t− r}, 0), и
V (τk + 0,x(τk + 0)) ≤ V (τk,x(τk)), k ∈ N. (12)
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Подставляя в (11) и (12) выражение (9) для функции V , получим условия на функ-
цию V0 при t ∈ (τk, τk+1) в виде:
dV0x(t))
dt
∣∣∣∣
(6)
≤ −
(
α+
ν
1 + ν(t− τk)
)
V0(x(t)), t 6= τk, k ∈ N, (13)
если 
V0(x(t)) > p
1+ν(t−τ+ζ)
1+ν(t−τ) V0(x(t+ ζ)), ζ ∈ Ω2r,
при τk − t 6∈ Ω2r,
V0(x(t)) > p
1+ν(t−τ+ζ+χ(τk−t−ζ)∆τk−1)
1+ν(t−τ) V0(x(t+ ζ)), ζ ∈ Ω2r,
при τk − t ∈ Ω2r,
(14)
где ∆τk = τk+1 − τk.
Далее, чтобы оценить значение производной функции V0 вдоль (6), необходимо
рассмотреть случаи: τk − t 6∈ Ω2r, τk − t ∈ Ω2r\Ωr и τk − t ∈ Ωr.
Для функции K(t), определяемой равенствами:
K(t) =
n∑
i=1
(x˙i + R˜xi)Ki(t), (15)
Ki(t) =
t∫
t−r
(Li(s) +Mi(s))ds,
Li(t) = −aix˙i(t) + bi
(
Pixi(t)− aixi(t− r)− bix˙i(t− r)
)
,
Mi(t) = bi
n∑
j=1
j 6=i
Pij(xi(t)− xj(t)),
(16)
получим оценку
|K(t)| ≤
(
rµλ3 +
1 + ν(t− τk)
pν
(
λ1 ln
1 + ν(t− τk − r)
1 + ν(t− τk − 2r)+
+ λ2 ln
1 + ν(t− τk)
1 + ν(t− τk − r)
))
V0(x),
(17)
где константы λl, l = 1, 2, 3, удовлетворяют равенствам
λ1 = max
i=1,n
{
λ1ir
ηi1
,
r
4ηi2
}
, λ2 = max
i=1,n
{
λ2i
r
ηi1
}
,
λ3 =
1
4r
max
i=1,n
{(2ηi1 + b2iP iηi2)λ3i},
λ1i =
a2i
Mi
(
1− Mi(biPi + R˜ai)
2
Pi(a2i + 2R˜aibiMiPi + b
2
iMiPi)
)−1
,
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λ2i =
a2i b
2
i
Mi
(
1− Mi(R˜bi − ai)
2
Pib2i − 2R˜Miaibi +Mia2i
)−1
,
λ3i =
4R˜i(Pi −MiR˜2)
−4R˜i(Pi − ai)(bi + R˜Mi)− (biR˜+ ai)2
.
Можно показать, что выполняется неравенство
dV0(x(t))
dt
∣∣∣
(6)
<
(
− µ+ rµλ3 + 1 + ν(t− τk)
pν
×
×
(
λ1 ln
1 + ν(t− τk − r)
1 + ν(t− τk − 2r) + λ2 ln
1 + ν(t− τk)
1 + ν(t− τk − r)
))
V0(x),
в котором константа µ определяется из соотношений
µ = min
{
R˜, {2µi}i=1,n
}
, µi =
bi(Pi −MiR˜2)−∆1/2i
2Mi
(
Pi −MiR˜2
) .
Учитывая условие (13), получим неравенство
−α− ν
1 + ν(t− τk) ≥ −µ+ rµλ3 +
1 + ν(t− τk)
pν
×
×
(
λ1 ln
1 + ν(t− τk − r)
1 + ν(t− τk − 2r) + λ2 ln
1 + ν(t− τk)
1 + ν(t− τk − r)
)
.
(18)
Для выполнения неравенства (18) достаточно выполнения неравенства
−α− ν
1 + 2νr
≥ −µ+ rµλ3 + 1 + 2νr
pν
(
λ1 ln(1 + νr) + λ2 ln
1 + 2νr
1 + νr
)
. (19)
Рассмотрим сперва случай τk−t ∈ Ω2r\Ωr. Далее, принимая во внимание условие
Разумихина
V0(x(t+ ζ)) ≤ p−1 1 + ν(t− τk)1 + ν(t− τk + ζ)V0(x(t)), ζ ∈ Ωr,
получим
|K(t)| ≤
(
rµλ3 +
1 + ν(t− τk)
pν
λ2 ln
1 + ν(t− τk)
1 + ν(t− τk − r)
)
V0(x)+
+ λ1
t∫
t−r
V0(x(s− r))ds.
(20)
Оценим интегральное слагаемое в (20):
t∫
t−r
V0(x(s− r))ds < 1 + ν(t− τk)
pν
(
ln
1 + νθε
1 + ν(t− τk − 2r + θε)+
+ ln(1 + ν(t− τk − r))
)
V0(x(t)).
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Следовательно, при всех t, τk − t ∈ Ω2r \ Ωr получим условие
−α− ν
1 + νr
≥ −µ+ rµλ3 + ln(1 + νr)
pν
(
λ1(1 + 2νr) + λ2(1 + νr)
)
. (21)
Следует отметить, что из свойств упомянутых коэффициентов также следует,
что условие (19) выполняется всегда, когда выполняется условие (21).
Получим оценку
dV0(x(t))
dt
∣∣∣
(6)
<
(
− µ+ 1 + ν(t− τk)
pν
(
λ1 ln
1 + ν(t− τk − r + θε)
1 + ν(t− τk − 2r + θε)+
+ λ2
(
ln
1 + νθε
1 + ν(t− τk − r + θε)+
+ ln(1 + ν(t− τk))
))
+ λ4
1 + ν(t− τk)
p
+ λ5µ
)
V0(x),
(22)
где
λ4 =
1
2
max
i
{λ4i
η3i
}, λ5 = 14 maxi=1,n{((2η1i + b
2
iP iη2i)r + 2η3i)λ3i},
λ4i =
Pi(cki2 − 1)2 − 2R˜Mi(cki2 − 1)cki1 +Mic2ki1
Mi(Pi −MiR˜2)
.
Исключив произвольные параметры α > 0 и p ∈ (0, 1), получим достаточное
условие выполнения оценки (22):
− ν
1 + νr
> −µ+ rµλ3 + ln(1 + νr)
ν
(
λ1(1 + 2νr) + λ2(1 + νr)
)
;
−ν > −µ+ λ1 1
ν
ln
1 + ν(−r + θε)
1 + ν(−2r + θε)+
+ λ2
1 + νr
ν
ln(1 + νr) + λ4(1 + νr) + λ5µ,
(23)
где
λν = rµλ3 +
1 + 2νr
ν
(
λ1 ln(1 + νr) + λ2 ln
1 + 2νr
1 + νr
)
,
αν,ε = λ1
1
ν
ln
1 + ν(−r + θε)
1 + ν(−2r + θε) + λ2
1 + νr
ν
ln(1 + νr)+
+λ4(1 + νr) + λ5µ.
Проведя оптимизацию по η1i, η2i и η1i, η2i, η3i соответственно, функции λν и αν,ε
можно выбрать в виде:
λν =

2λ˜1 + 2
√
λ˜3(λ˜2 + λ˜3), если λ˜22(λ˜2 + λ˜3) < λ˜3λ˜21,
2
√
(λ˜2 + λ˜3)(λ˜2 + λ˜3 +
λ˜21
λ˜2
), если λ˜22(λ˜2 + λ˜3) ≥ λ˜3λ˜21,
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αν,ε =

2λ˜1 + 2
√
λ˜3(λ˜2 + λ˜3) + λ˜4, если λ˜22(λ˜2 + λ˜3) < λ˜3λ˜21,
2
√
(λ˜2 + λ˜3)(λ˜2 + λ˜3 +
λ˜21
λ˜2
) + λ˜4, если λ˜22(λ˜2 + λ˜3) ≥ λ˜3λ˜21,
где
λ˜1 =
√
µ
4
max
i=1,n
{|bi|
√
P iλ3i},
λ˜2 = ln
1 + ν(−r + θε)
1 + ν(−2r + θε)
√
µ
2rν
×
× max
i=1,n
{
λ1i
√√√√ λ3i
λ1i ln
1+ν(−r+θε)
1+ν(−2r+θε) + λ2i(1 + νr) ln(1 + νr)
}
,
λ˜3 = (1 + νr) ln(1 + νr)
√
µ
2rν
×
× max
i=1,n
{
λ2i
√√√√ λ3i
λ1i ln
1+ν(−r+θε)
1+ν(−2r+θε) + λ2i(1 + νr) ln(1 + νr)
}
,
λ˜4 =
√
µ(1 + νr)
r
max
i=1,n
{
√
λ3iλ4i}.
Рассмотрим теперь ограничения, налагаемые на V0 в моменты импульсного воз-
действия. Подставляя (9) в (12), получим условие
V0(τk + 0,x(τk + 0)) ≤ (1 + νθε)V0(x(τk)), k ∈ N.
Это неравенство всегда верно только тогда, когда удовлетворяется условие
(1 + νθε − c22ik)
( Pi
Mi
νθε − 2R˜c1ik − c21ik
)
≥ (R˜(1 + νθε − c2ik)− c1ikc2ik)2. (24)
Объединив неравенства (23) и (24) по ε > 0, получим следующие условия:
bi < −R˜Mi,
4R˜(bi + R˜Mi)(Pi − ai) + (biR˜+ ai)2 < 0,
− ν
1 + νr
> −µ+ rλν , −ν > −µ+ rαν ,
(
R˜(1 + νθ − c2ik)− c1ikc2ik
)2
< (1 + νθ − c22ik)
( Pi
Mi
νθ − 2R˜c1ik − c21ik
)
,
Pi > MiR˜
2,
(25)
где αν = αν,0.
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Совокупность параметров системы, при которых система неравенств (25) имеет
решения относительно ν и R˜, характеризует энергосистему, асимптотически устой-
чивую по Ляпунову.
3. Заключение. В основе полученных результатов лежит предположение о том,
что непрерывная модель системы является устойчивой, подразумевая, что эффект
от импульсного воздействия является разрушающим. Также отметим, что предель-
ный переход в условиях (25) при τk+1 − τk → +∞ не приводит к условиям устойчи-
вости непрерывной модели.
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I. L. Ivanov
On the control of power supply systems in conditions of impulse action.
For an impulsive delay model of electric power system with control a new approach for stability analysis
by using unbounded piecewise-linear Lyapunov function has been proposed. Sufficient conditions of
asymptotical stability for the system has been established by using this approach.
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Об управлении энергосистемами в условиях импульсного воздействия
I.Л. Iванов
Про керування енергосистемами в умовах iмпульсного впливу.
Для моделi керованої iмпульсної електроенергетичної системи з запiзненням та iмпульсною дiєю за-
пропоновано пiдхiд до дослiдження стiйкостi з використанням необмеженої кусково-лiнiйної функ-
цiї Ляпунова. На основi розробленого пiдходу отримано достатнi умови асимптотичної стiйкостi
системи.
Ключовi слова: стiйкiсть, iмпульсна дiя, електроенергетична установка.
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